Om Reghing med ikke-kommutative Faktorer og
dens Anvendelse i Gruppeteorien.
Af J. Nielsen,

Lad a,,a,, ----, a, vare et System af » Ting, som vi vil
kalde »Frembringere«. Med «a; skal ogsaa dens »Reciproks,
a;~', antages at vere givet. Ved »Element« skal forstaas et
«Produkt« af disse » Frembringere og deres Reciproker,
I1(at"), hvor det dog ikke skal vaere tilladt at ombytte
sFaktorerne«; Elementet a,a,7'ala,a,~? er saaledes forskelligt
fra a,a,'a,~2a,a®. En Frembringer skal kunne bortforkortes
mod sin Reciprok, naar de staar umiddelbart ved Siden af
hinanden i et Produkt: a2aela;=3 = ala,~'. Bortforkortes paa
denne Maade alle Faktorer i et Produkt, skrives det 1; f. Eks.
aiai ' —ai'ai = 1. Er ¢ et vilkaarligt Element, skal dets
sReciprok« ¢—! defineres saaledes, at ¢e=! = ¢~l¢ — 1; Frem-
bringerne i ¢! faas altsaa ved, at man laser dem bagfra i ¢
og tager dem med modsat Exponentfortegn. Eksempel:

R —2,3, —1. . —8,2,, —I
e = a,a; ke, ' = aa,"%aa, .

§ 1. Reduktion af et givet Elementsystem.

Lad nu o, a,, ----, a, vere m vilkaarlige Elementer. Vi
kan antage, at de er skrevne i uforkortelig Form. Lad end-
videre 3 vare et hvilketsomhelst Element. Vi siger, at
Systemét @, Oy, - -+, Gy >frembringer« Elementet g, hvis der
findes et saadant Produkt IT ('), at det, eventuelt ved For-
kortning, viser sig at vere lig med B. Er saaledes givet
o, = a,a.a,~% ay = a,'a;7* og PB=wayaiaal, ses B at vere
lig med oya,7'aya, ', Et Elementsystem siges at frembringe
et andet, naar det frembringer ethvert Element i dette. To
Systemer, som frembringer hinanden gensidig, siges at vaere
»zekvivalente«, eller at hgre til samme »Klasse«.

Vi vil bete"gne Systemet a;, a,, -+ -, dp med S, Systemetk
a7 ag™l - ap! med ST! og Systemet ap, -, o,
a;™ Y -, an! med S+4 S Med g(a,) vil vi betegne

Antallet af Frembringere i a,, d. v. s. Summen af de nume-

riske Verdier af alle i o, forekommende Eksponenter.

g(a)=g(,~). Endvidere betegneé E g(a)=g(S). Vi
i==1
Mat. Tidsskr. B. rgz1. . 6
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vil nu sgge at erstatte S med et System S’, der er =kvivalent
med S og for hvilket ¢ (S') < g (S). Indekstallene i S taenkes
fordelt saaledes, at g(a,) < g(a,) < -+« < g(an); et Systems
Frembringelsesevne er jo uafhangig af Ordenen indenfor
Systemet. Nu sgger vi at opnaa en Formindskelse af g-Tallene
ved at multiplicere Elementerne to og to. Vi danner altsaa
Elementerne ooy, o ax, axoy, oo~ for 2 =1,2, -+ m — 1
og k£>1 og vil opnaa den enskede Formindskelse, hvis mere
end Halvdelen af o; kan bortforkortes i et saadant Produkt.
Er f. Eks. g(aa) < g(a), da definerer vi et nyt System S’
ved: ap,=a, for p £ og air=oa.. S frembringer altsaa S’'.
Men da a, =a, for p £ og ar= aj'ai, frembringer S’
ogsaa S; og g(S)<<g(S). Er ai =1, bortkastes det. De
Kombinationer, man vilde faa ved at medtage Tilfeldet £=¢,
er ubrugelige til en saadan =kvivalent Andring af Systemet;
man vilde igvrigt altid have g(af) > ¢ (o) for a; = 1. Den
samme Fremgangsmaade anvendes i de Tilfaelde, hvor o, o
eller oxa; eller axa;~! opviser den onskede Formindskelse.
Elementerne i S’ ordnes nu paany efter g-Tal; derefter er-
stattes S’ paa samme Maade med et =kvivalent System S",
hvor g(8") << g(8"), o. s. fr. Den derved fundne Rakke af
Systemer er endelig, da g-Tallet jo stadig aftager. Lad S
vere det sidste i Raekken, saa g(S®) ikke kan formindskes
yderligere ved den navnte Fremgangsmaade. Der findes alt-
saa ikke 2 Elementer med forskellig Indeks i S® + S
saaledes, at mere end Halvdelen af det ene kan bortforkortes
i et af deres to Produkter. Vi forseger da at danne saadanne
Produkter af 3 Elementer, at det midterste bortforkortes helt
mellem de to andre; dette er kun muligt ved, at det midterste
Element har lige ¢g-Tal og at en Halvdel bortforkortes til hver
Side. Lad as vere det forste Element i Systemet, der har
denne Egenskab, at kunne bortforkortes helt mellem to andre,
og lad £, og E, vare dets to »Halvender«, saaledes at
an, = EE, og g(E,) = g(£y) = 32 (o). Vi vil da bevirke, at
an, taber denne Egenskab, ved at foretage saadanne akvi-
valente AEndringer af Systemet, at £, erstattes med £;,~!
overalt, hvor E, optraeder som »Ende« i Systemet, undtagen
i ap, selv. Er altsaa o,= Ei Ly, (£ 3 4,), erstatter vi det med
- aoy, = EREY;, og er oy = E,7lE;, erstatter vi det
med o; = ano; = £, FE;. Det er klart, at kun saadanne Ele-
menter g, o, ---- kan komme i Betragtning ved disse akvi-
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valente Andringer, hvis gTal er = g(as,), da jo ellers mere
end Halvdelen af dem vilde bortforkortes i disse Produkter.
Da deres g-Tal ikke andres ved disse ®kvivalente Andringer,
kan vi beholde den gamle Orden i Systemet. Intet af Systemets
Elementer begynder nu med Z,~!, og intet uden a, ender
med £E;; vi vil derfor kalde £, en »isoleret Ende« i Systemet.
Intet af de Elementer, der eventuelt gaar forud for ay, i System-
ordenen, kan ved disse kvivalente ZAndringer, som vi for
Ojeblikket kan kalde ag-Andringerne, have erhvervet den
Egenskab, at kunne bortforkortes mellem to andre af Systemets
Elementer med en Halvdel til hver Side; thi enten det selv
har varet underkastet en ay,-Andring eller ej, vil dets Halv-
ender have et g-Tal < g(Z)); de Elementender, der i det
Hele taget ved an-Andringerne har faaet en ny Skikkelse,
begynder med E, eller ender med £;~!; men Enden E, fore-
fandtes allerede for a-Andringerne i Systemet, f. Eks. i ap,;
og har vedkommende Element selv varet underkastet en
an-Andring, da har det for denne haft en Halvende £,; men
ogsaa denne forefandtes for o -Andringerne andetsteds i
Systemet, f. Eks. i as. — Muligvis har disse au -Zndringer
fort til, at der i det nye System findes et Element (eller flere),
af hvilket mere end Halvdelen kan bortforkortes i Produktet
med et andet Element. Da vil vi atter anvende den forste
Fremgangsmaade, ved hvilken vi opnaar en Formindskelse af
Systemets g-Tal. Hvis dette ikke er Tilfeldet, bestemmer vi
det naste Element a,, i Rekken, (4, > %,), der har den Egen-
skab, at kunne bortforkortes mellem to andre — hvis et saa-
dant overhovedet findes —, og foretager ved Hjalp af dette
de ap-Andringer i Systemet, der svarer til de for beskrevne
an-Andringer. Derefter undersgges paany, om den forste
Fremgangsmaade kan finde Anvendelse o. s. fr. Ved at fort-
sette med at skifte mellem de to Fremgangsmaader, saa-
ledes at man stadig foretraekker den farste, hvor der er Mulig-
hed for den, feres man til en Raekke zkvivalente Andringer
af Systemet S, der indeholder Zndringer af fgrste Art, ved
hvilke Systemets g-Tal formindskes, og som derfor kun kan
vare 1 endeligt Antal, og Andringer af anden Art, ved hvilke
Systemets g-Tal ikke forandres; en Fplge af disse sidste, som
altsaa staar imellem 2 Andringer af forste Art eller Rekkens
Ender, bestaar af et begrenset Antal af an-Andringer, der-

nast et begraenset Antal af a,,-Andringer, med 4, > %,, o.s.v.
6%
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med stedse voksende Indekstal %;; Fglgen -er altsaa ligeledes
endelig, Til Slut maa man altsaa naa til et System S* der
hverken giver Plads for den ene eller den anden Fremgangs-
maade mere. S* skal kaldes et sreduceret System til S«.
S* er xkvivalent med S. Dets Elementtal er mindre eller lig
med Elementtallet i S. Endvidere er g(S%) < ¢(S). Dets
karakteristiske Egenskab er: I intetsomhelst Produkt af
2 Elementer kan mere end Halvdelen af det ene
bortforkortes; i intetsomhelstProdukt af 3 Elementer
kan det midterste bortforkortes helt mellem de to
andre. (Herved ses naturligvis bort fra det Tilfelde, at et
Element staar sammen med sin Reciprok). Eller udferligere:
Et Produkt £ i Frembringerne kaldes en »isoleret venstre
(henholdsvis hgjre) Ende« i et System .S, naar eet og kun eet
af Elementerne i S--5—1 begynder med £ (henholdsvis ender
med £). For et reduceret System gzlder da: Enhver Element-
ende, der omfatter mere end Halvdelen af Elementets Frem-
bringere, er isoleret; af de to Halvender i et Element med
lige g-Tal er mindst een isoleret.
Eksempel.
Lad det givne System, S vere

— -1 . S 2,9 —2, —1. .:__ —1, —1 2.
oy = a7y g = atay eyl oy = (ayT ey ay)?

— 29 -1, —1, —1

Vi vil underkaste dette System Reduktionsprocessen og betegne
den gennemlgbne Systemraekke med S®, S .... idet vi dog
kun nedskriver det Element, der forandres ved den paa-
gaeldende m:kvivalente Andring, og tanker os de andre ned-
skrevne uforandrede, samt i dette simple Eksempel undlader
at ordne Elementerne efter O'Tal hver Gang.

a,V = aga, = a,a,"'a,"a,

a3m = agla, M1 = gy~ aya,

Vi har derved to Gange opnaaet Formindskelse af Systemets
g-Tal, men dette er nu ikke mere muligt forelgbig. De nu fore-
liggende 4 Elementer: a,® =a,, a,®=a,, a; og a,® = a,»
tillader ikke mere, at danne et Produkt af to Faktorer, der
har mindre g-Tal, end en af Faktorerne. Vi vil derfor se os
om efter et Element, som kan bortforkortes helt mellem to
andre. Dcnne ‘Mulighed foreligger her paa een Maade, idet
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a,® bortforkortes helt i a,®a,®a,@—1 Vi vil altsaa sgrge for,
at f. Eks. den hgjre Halvende af «,®) bliver en isoleret Ende
i Systemet.  Dertil kraeves der her kun een xkvivalent
Zndring, nemlig: ”

’ 3) (2) 2)—1 . 2, —1

Nu! kan vi igéh,torts&tte efter. den torste Fremgangsmaade
med Formindskelse af g-Tallet:

4) 3 3)—1 —_ '
a2( ) — a2( )a4( =1 — g,

(5) — H—ly @) — , —2, —1
0, = g, 0-lg W = g2,

oy = aMay® == a7 a " ay,
al('ﬂ — al(ﬁ)asw)”—l — 44422,
a,® = a,Ma,™ =1 og bortkastes altsaa.

De tre Elementer a,®), a,® og a,®, der bliver tilbage, t‘i‘lla.‘de,r
nu ingen Andringer mere, hverken efter den forste eller anden
Fremgangsmaade, danner altsaa et reduceret System S* til S,
Idet vi ordner Elementerne efter g¢-Tal og giver dem nye
Navne, har vi:

af =a; (=), a*=a a7 (=w®); o= e’ (=)

Vi vil nedskrive de Ligninger, der viser Systemernes Akvi-
valens. Som S*s Frembringelse ved S faas ved at folge
Reduktionsprocessens Forlgb:

)

o = apoya, ey oyt = gy ey lay T ()
; I

Denne Frembringelée er ‘im’id,lertidig ikke entydig; f. Eks.
kunde man erstatte den anden Ligning med a,* = a,a,a,"'a,.

Som S’s Frembringelse ved S* faas (f. Eks. ved at gennem-
lebe Reduktionsprocessen den modsatte Vej):

— ¥y . — H#2 ey F—1. — w2
Qp = 037", Gy — Q7 037, “3—a2<:} 2)

ey oy Hely
o, = ag¥a, la,*,

Denne Frembringelse er entydig, som det skal vises i § 2.
At Ligningerne (1) er et Oplesningssystem til (2) med Hensyn
til a*-erne fremgaar rent formelt, d. v. s. uden at man tager
Hensyn til a-ernes Betydning som Produkter i de oprindelige
Frembringere @;. Medens (2) kun indses at vare et Oplgsnings-
system til (1), naar man indsztter a-ernes Udtryk i a-erne.
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§ 2. Uafhezngigt Elementsystem.

Lad v, Y3, -+ ++, Y+ vaere » givne Elementer i F rembringerne
ay, ag, +- oy @, T=TI(y") et vilkaarligt Produkt af disse.
Viser T' sig ved Forkortning i Frembringerne a; at vare lig
med 1, siges ' =1 at vere en »i Frembringerne «; identisk
Relation mellem Yis Yar vty Yrc. Denne siges at vere
»triviel« eller »uvasentlige, naar den ogsaa er »identisk i
Elementerne v;«, d.v.s. naar et v, staar umiddelbart sammen
med v,~!, altsaa kan bortforkortes som Helhed, og dette kan
fortszettes indtil man har bortforkortet alle y-erne i I. Eksisterer

der ingen vasentlig Relation mellem v,, ----, v,, siges de at
vaere »indbyrdes uafhengige« eller at danne et »uafhangigt
System«. Frembringerne a;, a@,, ----, a, selv danner et

Eksempel paa et saadant, idet de jo antages at veare ind-
byrdes forskellige. Som Eksempel paa et af hangigt Element-
system kan vi benytte de i § 1 forelagte Elementer Qy, Q.
ag, o, idet vi let kan opstille veasentlige Relationer mellem
disse, f. Eks. (ay0,0,7'a )2 ;1= 1. Erstatter vi heri S med
S5* ved Hjelp af (2), bliver Relationen triviel, nemlig identisk
1 a*-erne. Vi vil nu vise, at altid gazlder:

Sztning 1: Et reduceret System er uafhaengigt.

Bevis: Lad vy, --.., v, vaere et reduceret System og
I'=I(yv,%*) = 1. Hvis alle Faktorer Yi i T ved Forkortning
mellem den forudgaaende og den efterfolgende Faktor gav en
Rest, vilde T bestaa af alle disse Rester, mellem hvilke der
ingen yderligere Forkortning kunde finde Sted i Modstrid med
I'=1. Altsaa maa mindst een af Faktorerne bortforkortes
helt mellem sine to Naboer. Men ifelge et reduceret Systems
Egenskab kan det kun ske ved, at en af Naboerne er dens
Reciprok. Deres Produkt kan altsaa bortkastes, og ved at
fortsztte paa samme Maade ser man, at [ = I er en triviel
Relation. — En Relation mellem et reduceret Systems Ele-
menter, der er en Identitet i Frembringerne, er altsaa ogsaa
en Identitet i Systemets Elementer.

Vi vil nu bevise folgende Hjzlpesatning:

Hvis vy, v -+ -+, vr er indbyrdes uafhzngige (af-
hengige), da er ogsaa v;v,, v,, « - -, Yr indbyrdes uaf-
hengige (afhangige). |

Lad S=1~;, Y3, «+ -, v; vaere et uafhangigt System. Vi

satter S' =Y, Y,, - -, Yh, hvor ¥, =v,y,, og v, =7, for
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Jj=2,3+---,7. Lad F=TII(y}/fY)=1 vare en gyldig Relation
for §’. For at fremhzve vy, vil vi skrive den udferligt i
folgende Form: [ = PyYaPy?® ---- PoY,°Pot1, hvor alle

g = + 1 og alle A er Produkter af v}, ----, v eller 1. Ind-
forer vi .S istedetfor S’, faar vi:

T = P (Y1 Ye ) Py (Y1Ya)? -+ - B (Y1Y2)EpPp+1,

hvor hvert 7 kun indeholder v,,----,y,. Da I'=1 jo er
en Identitet i y-erne, skal de i I' forekommende p Faktorer v,
bortforkortes indbyrdes; der vil altsaa paa mindst eet Sted i
I' findes to Faktorer y; med modsat Eksponent, der skilles
ved et Produkt i ¥y,, -+, ¥, som bortforkortes identisk i
Ng -+ Yr- Antager vi, at den ferste af disse Faktorer vy,
f. Eks. har Eksponenten &, = -+ 1, faar vi:

T=.... Y1 Ye P]\Yg—lYl—l. c.e

hvor v, P\y,~! = I identisk i y-erne, altsaa A = 1 identisk 1
~y-erne, altsaa identisk i v}, Y4, - -+, Yr. Men da kan jo Y1 Py
bortforkortes identisk i y-erne. Og ved at fortsette med
samme Argumentation ser man, at [ = 1 er en triviel Relation
i y-erne. Disse er altsaa uafhangige. Den omvendte Sztning
folger umiddelbart af Satningen selv ved indirekte Bevis, idet
man frembringer Sved S’ ved at s@tte v; = (YY) Yo — Er S
afhengigt og v,Y.=1 og bortkastes det, kan vy, Y3, Yr
selvfplgelig vaere uafhengige. — Det er klart, at et System, der
fremgaar af et afhangigt System ved Tilfgjelse af et vilkaar-
ligt Element, ogsaa vil vaere afhangigt.

Da et Systems Egenskab at vare uafhaengigt (afheengigt)
ikke forstyrres ved, at man permuterer dets Elementer og
skifter Fortegn i et vilkaarligt Antal, ses det umiddelbart, at
hvis vy, Ys* -+, Yr er indbyrdes uafhaengige (afhangige), da
vil ogsaa det System vere uafhangigt (afhengigt), der frem-
kommer ved, at man erstatter v; med (v;t ! ve=1)F ' og lader
alle andre Elementer uforandrede. Man vil altsaa, ved stadig
at foretage den Slags xkvivalente ZAndringer i et uafhzngigt
(afhaengigt) System, faa en hel Rekke uafhangige (afheaengige)
Systemer, som er indbyrdes ®kvivalente Specielt ses:

Saztning 2: Et Elementsystem, der har samme
Elementantal, som et deraf afledet reduceret Sy-
stem, er uafhangigt.
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Thi ved Reduktionspracessen forekommer i dette Tilfelde
kun de nysnavnte ®kvivalente AEndrmger og det reducerede
System er uafhaengigt.

Satning 3: Et Elementsystem, der har storre
Elementantal end et deraf afledet reduceret System,
er afhengigt.

Thi i Reduktionsprocessens Lgb skal mindst een Gang et
Element kastes bort. Det forudgaaende System maa da veare
afhzngigt; og alle Systemer, som gaar forud for dette, altsaa
ogsaa det givne, maa da ligeledes vare afhangige.

§ 3. Frembringelsesproblemet.

Lad der vare givet et System S af # Elementer a,, a,- -
an og et Element 3 = 1. Vi vil ssge en Metode til at af-
gore, om S frembringer B eller ¢j. Ved Hjzlp af den i § 1
angivne Metode konstruerer vi til S et reduceret System
S* = a,*, ay¥ -+, a,%, hvor jo p < m. Da S* er mkvivalent
med S, har vi kun at afgere, om S* frembringer B. Dette
er jo Tllfaeldet hvis der eksisterer en Produktfremstilling
B = I (o**1); eksisterer samtidig Produktfremstillingen
B = I, (cv.i”‘—"—rL '), saa er ILTL,~' = 1 en Indentitet i Frembrin-
gerne a. Den vil da ifslge Sztning 1 ogsaa vaere en Identitet
i Elementerne a*, og begge Fremstillingerne vil altsaa vaere
identiske, — idet vi kan antage dem skrevne ufcrkortelige
i a*erne. Eksisterer der altsaa en Frembringelse af B ved S¥*,
saa er den ogsaa entydig. Faktorerne i dette Produkt efter-
lader ved Forkortelsen alle en Rest, og B er Samlingen af
disse Rester. Lad a vere den forste Faktor; Resten, den
efterlader i [, er mere -end Halvdelen af a, eller ngjagtig
Halvdelen og da en isoleret Halvdel. For at bestemme den
ferste Faktor paa en hurtig og sikker Maade, kan vi opskrive
hvad vi kan kalde S*s »venstre Storende-Samling«, idet vi
med et Elements »venstre Storende« mener de forste » -; 1
Frembringere i Elementet, naar dets ¢-Tal er 27 eller 27 4 1
den omtalte Samling skal da omfatte de 2p venstre Storender
i $* 4 S#¥—-1 Endvidere vil vi opskrive S*’s »venstre Halv-
ende-Samling«, i hvilken vi. optager enhver saadan venstre
Halvende af et Element med lige ¢~Tal i S* 4+ S*=1  hvis
komplementere Halvende ikke er isoleret, altsaa forekommer
mindst paa to Steder i S* Hvis vi nu antager, at @ frem-
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bringes ved S* da skal et af to Tilfalde indtreede: Enten
vil B begynde med een (og kun een) Storende af den forste
Samling, f. Eks. med venstre Storende i o;*¢. Da vil Opgaven
at frembringe B vere fort tilbage til den Opgave at frem-
bringe B = a*—*p, hvor g(B)<<g(B). Eller B vil ikke be-
gynde med en saadan Storende, men derimod med en saadan
venstre Halvende, som forefindes i den anden Samling, f. Eks.
med venstre Halvende i a/*". Opgaven vil da veere fert til-
bage til den Opgave at frembringe B = a*"p. Dette vil
ogsaa vare en Reduktion af Problemet. Thi rigtignok er
& (B) = & (), men B vil, hvis det ikke begynder med en Stor-
ende af forste Samling, kun kunne begynde med saadan Halv-
ende af anden Samling, hvis g-Tal er > 1 g (a,*). Ved at fort-
sette med saadanne Reduktioner kan man altsaa muligvis nok
faa en Rakke Elementer B, B,----, der alle har samme g-Tal
som {3, men dog kun en endehg R&kke, nemlig i hvert Fald
ikke flere, end der findes Halvender i anden Samling. Det
er derfor klart, at Frembringelsesproblemet ved Konstruktionen
af de to ovennavnte Samlinger kan lgses i et endeligt Antal

- (@)
Skridt. Man faar en endelig Rakke Elementer 3, 3,3,----, B,
saaledes at hvert Element i Rakken paa entydig Maade be-
stemmes ved det forudgaaende og de to Samlinger.. B frem-

(q)
bringes ved S*, naar B =1 og kun i dette Tilfelde. Med
andre Ord: Vi kommer enten 1 denne Proces engang til et

Element ([g), der ikke mere begynder med en Frembringerfoige,
der findes i en af de to Samlinger, og da frembringer S*
ikke B, eller vi faar 3 oplest i sine Faktorer i S* — Fra
Frembringelsen af 3 ved S* kan vi bagefter naturligvis uden
Vanskelighed finde dets Frembringelse ved S. Vi kan sige,
at §’s Frembringelse ved S, hvis den er mulig, bliver evident,
ved at vi erstatter S med S* '
Eksempel v ~ ,

Lad S vare det i § 1 benyttede System o, a,, o, do,.
Af det der konstruerede reducerede System S#* ﬁnder vi fol-
gende venstre Storendesamling:

—1 5 =1 —1 —1 -
a, a; ‘a7 a,ay, a7, a7l ay, ay?
og ingen Halvendesamling. Lad B vare

—1 —Yy —1 —1, —1
01614612611 113(11 a3 (11612 [l4 .
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Eksemplet er valgt saaledes, at S frembringer B. Selv
om man vidste dette paa Forhaand, vilde det endogsaa i dette
simple og paa ingen Maade kunstigt" valgte Tilfelde vare
overordentlig mgjsommeligt at prove sig frem til en Frem-
stilling af B ved S. Men ved Hjzlp af Storendesamlingen
afleser man Fremstillingen ved S* umiddelbart. { begynder
med ;, B = a,*"!'3 begynder med a,a,, som er Storende i
a*. B=o* ' B=a, o, a3, @, a2, 2, begynder
med a;—'2,7! o.s.f. Man finder saaledes at

B = a* o™ ay®a,*1, ay* 1oy,

og kan dernast ved Hjzlp af Ligningerne (1) nedskrive 8's
Fremstilling i S, eller rettere sagt: en af §'s Fremstillinger
i S, da Ligningerne (1) jo ikke er entydig bestemte.

§ 4. Anvendelse i Gruppeteorien. Isomorfi.

Samlingen af alle ved «,, a,,----, @, frembragte Elementer
ses at have folgende Egenskaber: 1) To hvilkesomhelst givne
Elementer ¢; og ¢, bestemmer »ved Komposition« (Multiplika-
tion) et nyt Element af Samlingen: ¢,¢,, og denne Multiplika-
tion er associativ, d. v. s. (¢,6,) €3 = ¢, -(¢5-¢3); (Kompositions-
regel og Associativitet). 2) Der eksisterer eet Element i Sam-
lingen, som ved Komposition med et hvilketsomhelst Element
ikke forandrer dette (Enhedselement, 1). 3) Til hvert Ele-
ment ¢ eksisterer der eet Element — vi betegner det med
¢! — som tilfredsstiller Ligningerne es—!' = ¢1¢ =1 (Reci-
prok). — En Samling af Ting, som opfylder disse 3 Betin-
gelser, siges som bekendt at danne en Gruppe. I vort Til-
feelde vil vi betegne denne med den ved Frembringerne

a,, -+, ap frembragte »frie ~Gruppe G« og skrive den
(@, a@y,----, @n). Samlingen af de Elementer, der frembringes
ved et Elementsystem S = a,, a,,----, an, opfylder ligeledes

de nzvnte 3 Betingelser. Den Gruppe [o,, 0y, -+, 0n], de
danner, er en Undergruppe af G, da alle dens Elementer jo
er Elementer af Gp. — (Det skal dog paa Forhaand siges, at
man ikke kan vente at faa alle Undergrupper af G, ad denne
Vej, da en Samling af Elementer af G,, der opfylder Gruppe-
betingelserne, ikke altid kan frembringes ved et endeligt
Elementsystem?). — Med Hensyn til Gruppen [a;, @y,- -+, O

!) Smlg. M. Dehn: Uber unendliche diskontinuierliche Gruppen. Math, Anm,
71 S, 118,




OM REGNING MED IKKE-KOMMUTATIVE FAKTORER. 87

bruger vi ogsaa Betegnelsen »Frembringere« for a, ag,- - -, dm.
Dette Frembringersystem er ingenlunde bestemt ved Gruppen;
vi kan altid erstatte det med et =kvivalent System. Alle
Systemer af samme Klasse bestemmer altsaa den samme Under-
gruppe af Elementer i G,.

Her skal laegges Merke til en Forskel i Gruppeelemen-
ternes Identificering i de forskellige Tilfelde. I G, betegner
to i a-erne uforkortelige, fra hinanden forskellige Produkter i
a-erne altid to forskellige Elementer. Det er derfor, G, skal
kaldes en fri Gruppe. I [a;, Og----, am] kan to i a-erne
uforkortelige, fra hinanden forskellige Produkter i a-erne be-
stemme det samme Element, nemlig naar de viser sig at vare
identiske, saa snart man for a-erne skriver disses Udtryk i
a-erne, Dog kan man jo altid erstatte o, o,,---, an med et
reduceret System a,*, a,*,---., a,¥ og to forskellige Produkter
i disse vil da altid fremstille forskellige Gruppeelementer, da
a*-erne jo ifglge Setning 1 er uafhengige. Gruppen [ay,- -, On]
fremstilles altsaa i Formen [a*,-:- -, a,*] som fri Gruppe, og
saaledes kan altsaa alle ved et endeligt Elementsystem be-
stemte Undergrupper af G, fremstilles.

Det vil nu vaere af sarlig Betydning at vide, om Gruppen
[at), -+« +, am] omfatter alle G,,’s Elementer, altsaa falder sammen
med G, I dette Tilfelde kalder vi S=a, dg----,0n et
»Primitivsystem«. Nedvendig og tilstreekkelig Betingelse derfor
vil vere, at S frembri"nger @y, @y, -+, ap; men dette er det
samme som, at et reduceret System S* = a,*,----, ap* til S
frembringer a,,----, a,, og dette vil ifslge Frembringelsespro-
blemets Losning kun ske, naar hvert @; forefindes blandt a*-erne
enten med Eksponent + 1 eller — 1. S* kan saa ikke inde-
holde flere Elementer, da det ellers ikke vilde veere uafhaengigt.
Betingelsen er altsaa, at S* er en Permutation af de med
Eksponenter 4 1 eller — 1 forsynede oprindelige Frembrin-
gere a;,----,a,. Vi vil altsaa have: p =# og m = n.

Lad os betragte det Tilfelde, at » = », at der altsaa ikke
bortkastes noget Element af S ved Reduktionsprocessen. I
dette Tilfeelde er Systemet S ifslge Swetning 2 uafhangigt.
Man kan altsaa udtrykke Forholdet mellem S og det oprinde-
lige Frembringersystem A = a,,----,a, saaledes: 1) S frem-
bringer A, og A frembringer S. 2) A og S har lige mange
Elementer. 3) Parrer man paa enentydig Maade Elementerne
i §$ med dem i A4, da vil enhver gyldig Relation i 4 frem-
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kalde en gyldig Relation i S ved, at man erstatter ethvert
a med. det tilsvarende a; og omvendt. (Simpelthen fordi
Relationerne jo i begge Tilfeelde skal veare Identiteter).
En saadan Sammenordning af de oprindelige Frembringere
med de 7 Elementer a,, ----, a, i bestemt Rekkefolge
kalder man en »isomorf Transformation« eller » Autoisomorfic
for Gruppen G,. Gruppen »afbildes« paa sig selv. For at
et Elementsystem skal bestemme en saadan: Autoisomorfi
for G., skal det altsaa vaere et uafhangigt Primitiv-
system, altsaa have » Elementer og frembringe 4. — Man
kan uden sterre Vanskeligheder ggre Rede for saadanne
vafhengige Primitivsystemers Egenskaber, der frembyder en
saerlig Interesse i den frie Gruppe G, med kun 2 Frembringere1).
Vil man efterspore Gruppens' dybere liggende Egenskaber,
da maa man bergve Systemet A4 dets Searstilling, da det jo
paa ingen Maade udmerker sig overfor andre uafhangige
Primitivsystemer. Det, der interesserer ved en Gruppe, ‘er
dens »indre« Egenskaber, der ikke er afhengige af Gruppens
tilfeldige Fremstilling, men invariante overfor isomorf Trans-
formation. : 3 B

Her skal endnu kun navnes een Egenskab af saadan et
vathengigt Primitivsystem S =0a;,----,a, I a; vil Frem-
bringeren @, i Almindelighed forekomme flere Gange og med
baade positive og negative Eksponenter. Vi vil betegne den
algebraiske Sum af a,’s Eksponenter i @; med & og danne
et kvadratisk Talskema (en »Matriks«<) af disse 72 Tal 4.
Denne Matriks ses for Systemet A selv at vare »Enheds-
matriks«:

LTO: e e}
OI-veo-. o)
X I 1

Dens Determinant er altsaa i dette Tilfelde dy, = + 1. Vi
kan nu gaa over fra 4 til.S ved en Rakke af folgende Opera-
rationer: 1) Skifte Fortegn i et enkelt Element; det betyder
1 Matriks: Skifte Fortegn i en af Matriks’ Rakker. 2) Per-
mutere Elementerne: permutere Matriks’ Raekker. 3) Erstatte

Y Smlg. J. Nielsen: »>Die Isomorphismen der allgemeinen unendlichen
Gruppe mit 2 Erzeugendene¢, Math. Ann. 78, og »iiber die Isomorphismen
unendlicher Gruppen ohne Relation«, Math. Ann. 79. ‘




OM REGNING MED IKKE-KOMMUTATIVE FAKTORER. 89

o; med ;.- 1: Addere £te Rekke i Matriks med Faktor + 1
til zte Raekke. — Matriks kan derved antage en indviklet
Skikkelse, men dens Determinant vil stadig vere + 1. Nad-
vendig Betingelse for en isomorf Transformation er altsaa, at
Transformationsdeterminanten |y er lig + 1; men denne Be-
tingelse er selvfolgelig ikke tilstrekkelig.

Man ser jo her Forbindelsen med de sadvanlige linezre

Ligninger. Vi gik ud fra Systemet af 2 Ligninger:
o = 119 (a; 1) (3)

og definerede det for nevnte Talskema d.
Lad os samtidig nedskrive de 7 Ligninger, der fremstiller
a-erne som Produkt af a-erne:

a; = l’)(i) (ak+ 1) (4)

og betegne den algebraiske Sum af ;s Eksponenter i «;
med dy. Indsatter vi (3) i (4), faar vi de n Ligninger

@ = DO (1) 1),

der jo skal vare Identiteter i a-erne, da disse er uafhzngige.
En bestemt Frembringer skal altsaa i en bestemt af disse
Ligninger (5) have samme Eksponentsum. paa begge Sider af
Lighedstegnet. Derved faar vi de »? Ligninger:

; oforz£7
Ondiy + dpdy + -+ -+ + dind = I for 7 —/ (6)

Og disse Ligninger (6) er jo Udtryk for, at » linemre, ikke
homogene Ligninger i » Ubestemte med de hele Tal 4 som
Koefficienter har et Lasningssystem med de hele Tal d; som
Koefficienter; men da skal man jo have \dy| = + 1. — Denne
Sammenhang kan fremstilles endnu mere haandgribelig, naar
man husker paa, at g-erne jo kan betyde hvilketsomhelst, og
man saa valger dem som saadanne Ting, hvis Komposi-
tion - er kommutativ. Lad os f. Eks. valge a-erne som
positive Tal. Vi faar saa ved at ombytte Faktorerne: |

d; d; d;

o =a May®. .y (7)
S; 5; .

ai =0, oy 2., n (8)

og ved at tage Logaritmerne og betegne disse med de til-
svarende store Bogstaver:
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Ai=dnA+dp Ao+ -+ +din A (7a)
Ag:&uAl+bi2A2+""+6inAn (83‘)

Dette sidste System af # linezre Ligninger og deres inverse,
der galder for vilkaarlige Verdier 4,, A4,y,----, A, viser, at
|d| = + 1. Indenfor det kommutative Omraade er (6) den
ngdvendige og tilstrekkelige Betingelse for den samtidige Be-
staaen af (7) og (8), eller (7a) og (8a), indenfor det ikke-
kommutative Omraade derimod kun en nedvendig Betingelse
for den samtidige Bestaaen af (3) og (4). Denne Betragtning
viser, at Seetningen |dy| = + 1 ikke er nogen dybere Sztning
i Regningen med ikke-kommutative Elementer, da den i Grunden
ikke har med Regningens ikke-kommutative Karakter at gere.
Vi har jo kunnet bevise den alene ved at benytte den Om-
steendighed, at det ikke-kommutative Omraade omfatter det
kommutative, en Omstendighed, man altid med Fordel kan
benytte som Kontrol og for at finde nedvendige Betingelser
ved Regning med ikke-kommutative Elementer.

§ 5. ZAkvivalente reducerede Systemer.

En Systemklasse, d. v. s. Samlingen af alle med et givet
System og derfor med hverandre akvivalente Systemer, vil i
Almindelighed indehoide flere reducerede Systemer. Lad

S=a,0, -, an 0g I =0, By, -+, Bp vere to akvivalente
reducerede Systemer. Vi har altsaa

B =T10(a;* 1) ‘ (9)
men ogsaa  o; =P (1) = P (HU) (apt1)E 1) (10)

(10) er en Identitet i a-erne for alle Verdier af 7. Ser vi saa
et Ojeblik helt bort fra, at a-erne og B-erne er Produkter af
de oprindelige Frembringere @, og opfatter a-erne som Frem-
bringere til en fri Gruppe Gn, ses 7 at vaere et Primitivsystem
i a-erne. Deraf folger p = m. Ved at ombytte Systemernes
Rolle har man m = p, altsaa m = p:

Setning 4: Alle reducerede Systemer af samme
Klasse har samme Elementantal. — Vi vil kalde det
»Klassens Grundtalc.

I Forbindelse med Setningerne 2 og 3 ses nu umiddel-
bart:
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Satning 5: Et uafhengigt Systems Elementantal
er Minimum indenfor dets Klasse, lig Klassens
Grundtal; og hvert System i Klassen med dette
Elementantal er uafhengigt. '

Er altsaa et System afhaengigt, da vil ethvert dermed
xkvivalent System med samme eller stgrre Elementantal lige-
ledes vere afhangigt.

Vi vil se nermere paa Forholdet mellem de to ovennavnte
reducerede Systemer S og 7. Overgangen fra S til 7 er
altsaa en isomorf Transformation i a-erne og omvendt. Lad
dy vaere den algebraiske Sum af ai’'s Eksponenter i ;. Vi
ved, at |dy| = + 1. Altsaa skal mindst eet af denne Deter-
minants Led vaere ;2 0. Vi valger et bestemt Led af denne
Art. Det har » Faktorer, som alle er # 0 og fordeler sig
paa alle Determinantens Rakker og ligeledes paa alle dens
Sojler. Dette Led bestemmer altsaa en enentydig Parring
mellem Determinantens Rakker og Sgjler, altsaa mellem Ele-
menterne i 7 og S af den Art, at ethvert af S’ Elementer
forekommer som Faktor i det dermed korresponderende Ele-
ment af 7. Da Systemernes Egenskaber jo er uafhangige
af Elementernes Orden, kan vi tenke os Indekstallene i S og
7 fordelt saaledes, at o; korresponderer med [; altsaa er
Faktor i B;. Det ses let, at et vilkaarligt Produkt af et redu-
ceret Systems Elementer har mindst ligesaa stort g-Tal som
hver af dets Faktorer. Vi har altsaa

£(Ri) = glo) (11}

Her har vi nu ikke paa Forhaand Ret til at ombytte Syste-
mernes Rolle, da vi ikke ved, om den samme Parring kan
bruges for Frembringelsen af S ved 7. Men vi kan slutte:

m m

PYIES

i=] i=1

Og da vi her har Ret til at ombytte Systemernes Rolle, folger

m m

Z &(B)= Z &la)

i=1 =1

altsaa i Forbindelse med (11)

£(By) = g(ow).
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Setning 6: Akvivalente reducerede Systemer
har samme g-Tal og samme Fordeling af dette paa
de enkelte Elementers g-Tal |

Da der kun findes et endeligt Antal Systemer med samme

g Tal, faas herved

Satning 7: Hver Systemklasse indeholder kun et
endeligt Antal af reducerede Systemer.

Laseren vil ved Hjelp af de reducerede Systemers Grund-
egenskaber “til ‘et forelagt reduceret System let kunne kon-
struere de dermed =kvivalente reducerede Systemer i et
endeligt (og i Almindelighed lille) Antal Skridt.

De reducerede Systemer i en Klasse udmaerker sig fremfor
de andre uafheengige Systemer i Klassen egentlig kun ved
den praktiske Betydning de har, naar det gzlder at lgse et
forelagt Frembringelsesproblem, som i § 3. Med Hensyn til
en Undergruppes Frembringelse skal vi anse alle uafhzn-
gige Systemer for lige gode. Af de ovennavnte Klasse-

invarianter »z, E g(a;) og Talsystemet g(ay), g(a), - -+, g ()
i==1

er altsaa den farste, Klassens Grundtal, den der har den
egentlige systematiske Betydning. Ved Etableringen af den
isomorfe Sammenhang mellem S og 7 i denne § benyttede
vi os kun af, at begge Systemer var uafhangige og =kvi-
valente, ikke af deres specielle Egenskab som reducerede
Systemer. Vi har da dette Resultat:

- S®tning 8: Kender man en given Gruppes Frem-
bringelse ved et uafhaengigt Elementsystem, findes
alle andre Frembringelser ved uafhengige Element-
systemer ved Hj=lp af alle mulige isomorfe Trans-
formationer anvendte paa det fgrste Systems
Elementer. -

En given Gruppes Fremstilling som fri Gruppe er altsaa,
hvis den er mulig, bestemt paa en isomorf Transformation
nar. Disses Antal er uendeligt, men man kan bestemme dem
alle ad systematisk Vej ved at gaa ud fra et passende endeligt
Set iblandt dem og kombinere disse?).

1) Se Math., Annalen 79, Side 271—272.
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Almindelige Bémarkninger om Anvendelsen i Gruppeteorien.

For at karakterisere de forestaaende Undersggelsers Be-
tydning for Gruppeteorien rigtigt, skal man fremhazve, at den
finder sin Begraensning ved, at disse Metoder kun er til-
streekkelige til en Gruppes Behandling, naar denne kan frem-
stilles som fri Gruppe. Dette er for de almindelige diskonti-
nuerte Gruppers Vedkommende kun det simpleste Tilfelde.
De almindelige diskontinuerte Gruppers Teori i det sarlig
interessante Tilfelde, at de er uendelige, men kan frembringes
ved et endeligt Antal af Elementer, er i nyere Tid serlig
bleven behandlet af M. Dehn?). Den karakteristiske Vanske-
lighed, disse Undersggelser frembyder i Sammenligning med
de her gennemforte, ligger i folgende:

Lad 4 =4, a,, ----, a, igen vere et Frembringersystem
til en Gruppe G, hvis Elementer altsaa gives som Produkter
af z-erne. Forskellen ligger nu i Elementernes Identificering.
Der antages at vere givet et System af Elementer R, R,,- - - -,
Ry, som ikke er 1 i den hidindtil betragtede Gruppe G,
d. v. s. ikke ved Forkortning i a-erne viser sig at vere lig
med 1, men som ved Definition fastsattes til at vere 11 G.
Disse Relationer R;=1, der altsaa ikke er Identiteter i a-erne,
kaldes de »definerende Relationer<. Det vil nu veare tilladt
at stryge Komplekset R; af Frembringere, hvorsomhelst det
forekommer i denne Rakketolge i et Element, og ligeledes at
indfoje det efter Forgodtbefindende. Elementernes Udtryk i
Frembringerne bliver derved i hej Grad ubestemt. Saaledes
vil Gruppeelementet 1 ikke alene kunne skrives I1(a;"!), hvor
dette er lig 1 identisk i #-erne; men ogsaa f. Eks. IT(R*1Y),
hvor dette Produkt ikke kan bortforkortes helt i R-erne og
heller ikke i a-erne. Men den egentlige Vanskelighed ligger i
folgende: PRDP-! vil jo ogsaa vaere 1, naar ® er et vilkaarligt
Element; derfor vil ogsaa ethvert Produkt IT(®RF *1d~!) med
vilkaarlig mange Faktorer og vilkaarligt Valg af @ i hver
Faktor vare 1. Gruppens Definition sker nu ved, at der
fastsattes, at et Element skal vare lig 1, naar og kun naar
det kan skrives paa denne Form IT(®RF!d—1). Dehn synes
at vaere den forste, der klart har fremhavet, at dette logisk
herer med til Gruppens Definition. Dermed er det prin-

') Af en Rzkke Afhandlinger af M. Dehn om dette Emne skal her serlig
fremhaves: »>Uber unendliche diskontinuierliche Gruppenc< i1 Math. Ann. 71.
Mat. Tidsskr. B 1921. 7
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cipielt afgjort, om to Produkter # og @ i Frembringerne
betyder det samme Element i G: Det er Tilfeeldet, naar og
kun naar der eksisterer en i a-erne identisk Ligning

PO =T1(®R ')

Men samtidig opstaar Problemet, at traeffe en Afggrelse i
et endeligt Antal Skridt om, hvorvidt en saadan Fremstilling
eksisterer eller ikke, naar P, Q og R,,----, Ry gives ved
deres Udtryk i a-erne. Dette »Identitetsprobleme¢, som Dehn
har kaldt det, er altsaa en Udvidelse af det i § 3 omhandlede
»Frembringelsesproblem«, men dets almindelige Lesning har
hidindtil frembudt uovervindelige Vanskeligheder. Forholdet
mellem disse to Problemer kan passende erkendes ved, at
man sammenligner den her i § 3 fremstillede Metode med de
Losninger, man kender for Identitetsproblemet i specielle Til-
felde!), og den grafiske Behandling af Identitetsproblemet,
man kommer til ved at anvende det af Dehn indferte »Gruppe-
billede«2). Mens man ved Lgsningen af Frembringelses-
problemet satter Elementerne i Rakke paa alle mulige
Maader — man kunde tale om et »linezert« Problem — frem-
stiller man i Gruppebilledet Elementerne R; ved Polygoner og
setter disse ved Behandling af Identitetsproblemet sammen i
en Plan. Dette sidste Problem har altsaa, med et Udtryk af
Dehn, sen Dimension mere« end det forste. Om dette er en
virkelig eller kun en tilsyneladende Rangforskel, med andre
Ord, om det kan lykkes, ud fra Systemet R, Ry, -+, Rn
at konstruere et andet endeligt System, der tillader at fore et
forelagt Identitetsproblem tilbage til et Frembringelsesproblem,
staar uafgjort.

1) Smlg. f. Eks, M. Dehn: »Transformation der Kurven auf zweiseitigen
Flichen« i Math. Ann. 72.

) Se M. Dehn: »Uber die Topologie der dreidimensionalen Raumes« i
Math. Ann, 69, serlig Side 140 ff.




